INSTABILITES STATIQUE ET DYNAMIQUE DES FLUIDES
INFLUENCE DE LA TENSION SUPERFICIELLE

Corrigé

I) La tension superficielle
1) a) Elle correspond a un excés d'énergie en surface .
Pour accroitre de dS l'aire de l'interface entre les deux fluides, il faut fournir une énergie :
OW=vydS ou Yy estlatension interfaciale entre les deux fluides .

b) Yy s'exprime en N.m-' ou J.m?
¢) pourl'eau: y=70.10"N.m '
pour l'huile : y=30.10"N.m™'

2) a) La goutte prend la forme qui tend a minimiser l'aire de l'interface, pour un volume
donné (on néglige toutes les autres forces, en particulier la pesanteur) : forme sphérique .

b) méthode des travaux virtuels : on imagine une variation de dR du rayon de la
goutte sphérique. Variation d'énergie potentielle : dE ,=0W , +dW .,

dE ,=ydS+(pz—py)dV =8 RydR+(py— py)4n R’ dR

A l'équilibre E, est minimale : dE,=0 = p —p, =

¢) Pour une surface (£) donnée, l'intersection d'un plan orthogonal au plan tangent a
(2) en M donne une famille de courbes. En M, on peut définir le rayon de courbure pour chaque

courbe. Les rayons de courbure principaux R, et R, en M sont les valeurs minimale et maximale de

ces rayons de courbure. La courbure C de la surface (2) en M est : C=i + 1

Rl RZ
d) Généralisation de la loi de Laplace : p,—p=CY¥gy
3) a) Pour R, : la courbe appartient au plan orthogonal a (xOz) et contenant MP.

Pour R, : il s'agit du plan de figure (xOz)
Vue la symétrie de révolution, R, _est toujours positif. R, peut étre de signe quelconque.

b) Par définition, ds’=dx’+dz"=dx’(1+%°) . Comme s croit quand z croit, on a le
résultat demandé.

1
D'autre part : tanGz%zz d'ou COSezm
z 11 1
©) Rl:PM:cose dou Rl_Z\/1+22 et ds=—FK,d® doi
1 do_ dOde _do 1 . d(tan0) 1 d(0)
E——K——EE—Ei\/m . Comme tanO=z , z= o =COS2x g c onen
déduit . %=—% Compte tenu de la définition de la courbure, on a le résultat demandé¢.
(14272

[a—



IT) Hydrodynamique en cellule de Hele-Shaw

__forcesinertielles _pbV

- — =" Ooubestune longueur caractéristique de 1'écoulement.
forces de viscosité

)

* Si R.<l :écoulement dominé par la viscosité, laminaire

* Si R,>1 :écoulementdominé par la convection, turbulent

2) Ecoulement di a un gradient de pression selon selon Ox uniquement, le champ des
vitesses est parallele a Ox.

3) Par l'équation de conservation de la masse, pour un écoulement incompressible :
— ov
V. 9=0 soitici —=0 .
0x
4) Equation de Navier-Stokes en régime stationnaire, a faible R.: nAv—V pwﬁ
o’v, v, op v, v v, v
2 9V 0P o ~ r
oy 0z

En projection sur Ox : m( . —
ox oy’ w’ oz" b
il ne reste que la dérivée en z, d'ou le résultat.

5) Par 1'équation de Navier-Stokes en régime stationnaire, a faible R. en projection sur Oy et

op _Op
=y = —A~—L ()
Oz, sachant que v,=v,=0, on a oy 0z .
0
6) On integre 1'équation de Stokes par rapport a z, sachant que 6—:_G constant :
-G b
VX(Z)=E22+ az+f . Avec les conditions aux limites (CL) : v, <E): ( )= , 1l vient :
G (b’ Gb’®
vx (Z) ( -z ) . . . A% =
2n 4 (Poiseuille). Profil parabolique avec " mar 8M
Pw . Gb’

=v_.bw doulaloide Darcy: v,=

N 121]

b
2

7 0=[[v.dS=w [ v (z)dz= oy
i

8) V=v.u«. uniforme est un champ a rotationnel nul, donc correspond a un écoulement
potentiel. On peut dire aussi que V=V, i, estun champ de gradient (loi de Darcy).

9) a) L, est de 1'ordre du micron.

b) La forme de v.(z) est la méme qu'au 6), mais les CL changent. La fonction doit rester

b dv, —Gb b
- - =1, = L+>) . Dot i :
paire donc =0 et Vx(z) X = )g donne B o (L, 4) . D'ou le champ des vitesses :

=G (B ), G

v.(z)= ' 4 z 2 — L, Le profil reste parabolique mais plus « écrasé » ( Vmx est plus faible




2
que dans le cas précédent : v, = zi(%— Lb) ).
n

10)  a) L'équation de Navier-Stokes en régime stationnaire, a faible R. s'écrit dans ce cas :
o’v, v, —
5 > 5 = nG On a donc a résoudre une équation aux dérivés partielles de type €quation de
y z
Poisson avec des CL nulles aux bords (pb de Dirichlet), on cherche une solution qui soit périodique
en X et z (donc développable en série de Fourier) et qui coincide avec v(X,z) sur le pavé
[ﬂ;ﬁ]x[__b’.é]
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b) On a toujours un écoulement unidirectionnel selon Ox, puisque b et w <<L. Ici v
dépenddeyetz.

¢)CL vx(%,z)ZO Yz vx(y,—%)zo Yy
n(Ez)=0 ¥z v (n2)=0 vy

car pas de glissement sur les parois.

d) v, est une fonction paire de y par symétrie des lignes de courant. On a donc b,=0.

e Vy , v(y, l2) +Z a,(=)cos(B,y) ,cequi impose, par unicité du
développement en série de Fourier, que tous les coefﬁ01ents de la série soient nuls :
b . —b
VneN , an(E):O .Demémeen-b2: VneN , an(7)=0 .

f) En injectant la forme de la solution en série de Fourier dans 1'équation de Stokes

00

écrite au 10)a), il vient: Y. —a,(z)B, cos(B,y)+ +z = “cos(B, y)= T]G soit

n=1

d’ay, & d’a, ) _ _
P Y (S, (), eos(B, )= vye[TW,-g]

Az o dz

On considere alors la fonction créneau paire d'amplitude # N z):#C( z) ou C(z) est

la fonction créneau d'amplitude unité dont le développement de Fourier est donné dans le
-w W

formulaire de 1'énoncé. La fonction cherchée et ['(z) coincident sur l'intervalle [7 ; 3] . Donc :

d’a, &, d’a —4G )” (2p+1)my —w W
+ = — Vyel—,—
d22 ,;( de an(z)ﬁn )COS(B y n Z 2p+1 OS( w ) y [ 2 2]

Par unicité du développement en série de Fourler, on peut affirmer que leurs coefficients de Fourier
sont €égaux :




dzaa(z)

* =0 (egl
e (eq1)
d’ a,
* y [3 a—O pour tout n pair (3(12>
2
42 _ R,
* An_ —ﬁﬂ pour tout n=_2p+ 1 impair (eq3)

_2 anan_
dz nm 2p+1

g) pour n pair : la solution générale de (eq2) est :
a,(z)=4,exp(p,z)+B,exp(—B,z) . Compte tenu des CL, cela impose A,=B,=0.

On a donc a,=0 pour tout n=2p pair.

h) pour n=2p+1 impair : I'identification des coefficients de Fourier (ou le fait que la

nt_ (2p+1)n

fonction est périodique de période 2w) impose la valeur de B,: B,= o ”
: o : d’ 2p+1)°n’ —4G (-1)
a, est alors solution de I'équation différentielle : azzp - (2p 2) X a, +1:£ (=1)
dz w P i 2p+1

i) On écrit la solution sous la forme :
4Gw*(—1) (2p+1)n , o ,
Aop+1 (z)= m‘i‘% ch <TZ) puisque a,(z) doit étre paire.
b
a,(%)=0 donne a,, d'ou la forme de as:(z) :

LaCL VneN ,
(2p+1)m
Bt
T an(2p 1)’ ch(M)

2w

j) cela donne une magnifique et trés simple expression de la vitesse :

h((2p+1)nz)

4Gw’ )p ¢ w Tty)

z cos|(2p+1)—

vily.2)= N 1;)(2p+1) ch((2p+l)nb) (2p+1) w
2w
k)

O=\)dz | vy, z)dy= dz cos

L[, _‘[w ( ) nm p—o(2p+1)3_fb h((Zp-i-l)nb) _fw

2 2 2 2W 2

Or tous calculs faits, les deux intégrales donnent :

b (2p+1)m
2 ch(iz)
—2w (2p+1)nh
1+ = +
J; 2p+1)7[b dz (2p+1)rtth 2w ) b et
2 ( 2w )




%

nyl|, » 2w

2p+1)—|dy=(—1)"77—"——

_IWCOS(p )W)dy ( )(2p+1)n
2

3 o
Dot - QZSGVZ 1 : —2w_ . ((2p+1)mb)

nrt 5= (2p+1)* | (2p+1)w 2w
- 1 —2u (2p+1)n
Alu)= th +1
1) En posant (u) Z(2p+1)4 (2p+1)7 u , Q peut se mettre

p=0
) . On utilise ensuite le DL a I'ordre 3 de th en 0, et la somme

bG w’ w
sous la forme :  QO=—, A(E
, e wy b’ w .
donné en 4. du formulaire. Ainsi on a : A(g)—> P lorsque E_)O . On retrouve ainsi la
w
3
valeur limite de Q calculée a la question7: Q- (il;w
n
I11I) Instabilité de Saffman-Taylor
1) E=vt
b2
2) Loi de Darcy pour chaque fluide: Fluide1: v_xzﬂ G,
b’ |

Fluide2:v_x:TmG2

et comme V, ne dépend pas de x, il vient (en

3) Pour i=1 ou 2 opP, 12w, _
) Pouri=lou2,ona: ox P v,
e 12y, .
prenant les constantes d'intégration nulles) : P,=— e (x—v,¢)v, pouri=1ou?.

27

4) a) longueur d'onde de la perturbation de l'interface : période spatiale A==——
b) si Q>0: instabilité (la perturbation croit)
: stabilité

si Q<0
: stationnarité

si Q=0

5) VfZ%(E—Et)ZeQthsin(ky) pour t>t,



2

12,

P.=P,+p? .L'écoulement étant incompressible et potentiel, 'équation de continuité impose que
P, et P, soient solutions de I'équation de Laplace. Comme les pressions non perturbées sont
fonctions affines de x, leur laplacien est nul. Il reste donc : A P’=0 pouri=1 ou 2.

—_—

grad P; pour i=1 ou 2, avec

6) Le mouvement est régi par la loi de Darcy : V,=—

7) On cherche les perturbations de pression sous la forme :  P?(x, y,¢)=F,(x,t)sin(ky)

o’ F,
2’—k2Fi(x,t)]sin(ky) d'ou la forme de F,(x,t)=A,(t)e"+B,(t)e™ .

A P'=0=

1

o0x

Pour le fluide 1 : le milieu 1 est illimité a gauche vers les x<0, P7 doit rester borné si
x——o celaimpose B,(t)=0 Vit

b* OPT,__ b’
121]1( ox )__12111
Pour le fluide 2 : le milieu 2 est illimité a droite vers les x>0, P, doit rester borné si
x—+o0 celaimpose A,(t)=0 V¢

Loi de Darcy : v’ (x,y,t)=— ke sin(ky)A,(t)

b’ (aPé’ b

— —he o B
ARE mbke sin (ky) B, (t)

Loi de Darcy : v2 (x,y,t)=—

CLenx=¢ continuit¢ de la vitesse, donc de la  perturbation v?
vi(E,y,t)=vl(y,t) Yy, YVt et vi(E,y,t)=vl(y,t) Vy, VYt , ce qui donne les deux
2

2

ke 4,(t)=eQe® Vit
2, e 1() €Qle et 2

l'expression complete des perturbations de pression :

121m,€Q
Pf(xyy:f)Z—%emek(xE)sin(ky) et Pl(x,y,t)=

ke B,(1)=eQe®™ V¢ .On en déduit alors

relations : —

lznzeQ Ot
e — 1

Y eik(x:;)sin(ky)

8) Loi de Laplace: P,—P,=yC ou C est la courbure de l'interface.

9) R, est de l'ordre de b/2 et R, est de l'ordre de &. R, ne participe pas a la dynamique de

o’E
- s 1 dy’ s . o0& .
l'instabilité¢. On a donc C ~F=—T d'apres la relation du 1)3)c). Or E <1 dou,
, 3
1+(==) )?
(1+(82))
. ‘ : 0’g , .
au premier ordre par rapport a la perturbation, C~— 52 Et compte-tenu de l'expression de &,
y

Cmekzemsin(ky)

10) P,—P,=yek’ sin(ky)e™ enx=¢
Or, P,—P,=P,—P,+P’'—P!} .Enoutre,ona:



_ 12 N 12
. (P]_PZ)X:EZ_?(HI_HZ)(g_vxt)vx:__

b2
12eQ) .
. (Pf_Pg)x:g:_ PyE (7]1+7]2)3m51n(ky> d'apres la qu.7)

(n,—m,) v, e sin(ky) d'aprés la qu. 3)

En identifiant les deux expressions de P-P,, il vient , en simplifiant par esin (ky)e™
2 _
vk =2 [(n,=n,) 7=y, ) £2]
b k
. . . k b
d'ou la relation de dispersion : () — (n,—m,)v.— YO p2f .
A, 12

2
11) si n;<<n,: la relation de dispersion se simplifie en : Q~k (v, — éb k)
) M,
, aQ_ . v,
12) Q(k) est maximale pour ——=0 soit k=k,, =
dk yb’
13)
A Q
>
max kO k

La perturbation de l'interface se
stabilise lorsque Q <0, donc

pour k> k0=\/§ K

14) Pour k<k,, Q>0 et l'instabilité peut apparaitre. k, est donc la valeur critique de k
correspondant au seuil d'apparition de 1'instabilité.

15) Si y=0, Q=kv >0 d'aprés la qu.11) . Comportement instable. C'est bien la tension
superficielle qui tend a empécher le développement des doigts.

16) D'aprés la loi de Darcy, le champ des vitesses est un champ de gradient. On a donc un
écoulement potentiel et 7ot v=0 .

17)  a) dans I'expérience, -U représente la vitesse moyenne de progression du front
par rapport au fluide : U = vitesse du fluide en sortie de cellule — vitesse du doigt v,



b) v=grad (®,+®,)=U + 0 i.=(U cosO+ QZ)E—UsinG%

4’ 4nr
18) Points d'arrét :
Ucos(0)+ 0 -=0 6=0 b=n
4nr . et et
soit 0 ou 0
e U+—<5=0=0 ~U+—=5=0
Usin (0)=0 4y dnr

La deuxiéme solution est impossible car QU<O0.

On a donc un seul point d'arrét :  {0=0 et r=r,= ~2 QU } situé a l'extrémité du « doigt ».
n

—

- . 1 . . .
19) V.V=0:>a—ar(r2s1n 8v,)+—%(r2 sinfv,)=0 . On peut donc bien définir un champ

r
a—lp:—rsinev6
scalaire W(r,0) telle que
0 =r’sinfv,

20) On intégre en r a O constant :
ow

2
W——rsinev(a:rUsinzB = lI’(r,e)=U%sinze-l-f(e)

puis aa—léjzrzsin()(UcosEH-éLQ2)=Urzsinecose+f’(8) . Ce qui donne f'(0)
nr
dot f<e):_Qcos6

P +Cste , on prendra la constante nulle, comme indiqué dans I'énoncé.
2

Conclusion : ¥(r,0)=U ”_sin? B—M

:Qsine
4n

2 4n
21)  a) Cette ligne de courant passe par le point d'arrét A :
(O = — o =, Q ; : v :_Q
0=0 et r=r, Anl } . La fonction de courant pour cette ligne vaut donc ¥, g
: . . 1 —cos0
b) Equation de cette ligne de courant : W(7,0)=W, soit r’=— 0 08
2nU sin0

Cette courbe donne la forme du doigt, comme indiqué sur le schéma figure 4.

22)

] U
23 Nomb Hlaire C = forces visqueuses _M
) @) Nombre capillaire €, forces de tension superficielle ¥

b) kiax €st proportionnel a N a . Si C, augmente, Kk ., augmente donc A, diminue
et la taille relative du doigt diminue.



24) L'écoulement étant incompressible, il y a conservation du débit volumique (par unité
d'épaisseur) : AV =V e > 0OF VY pige=U +V 4, d'ol le résultat.

25) * Si y=0 : c'est toujours instable

* y controle K. donc Quay , c'est-a-dire la vitesse de progression de l'instabilité
* y controle aussi la taille du doigt

IV) Les ferrofluides

1) Jjy=rotM

—

—_— B —_—
2) H:E_M et s'exprime en A.m’!
3) Equations de Maxwell dans un ferrofluide en régime permanent :
V.B=0
V.E=0
VAE=0
VAH=],.
4) . est défini par Ezuo urﬁ et ZT/T:XMT-? d'ou w,=1+y,
Ho ’ " Mol ’ —1 + K

Ona X, ~%n si [%./<1

6) Paramagnétisme : %,>0 et |y, /<1
Diamagnétisme : %,<0 et [x,./<1

7

Piéces polaires

Le champ magnétique étant inhomogeéne au sein du fluide, il en résulte des forces volumiques qui



vont faire monter le liquide paramagnétique dans la partie du tube située dans I'entrefer. En effet, Xm
étant positif, le matériau paramagnétique est attiré vers les régions de champ intense.

!

8)
Lo

. dF _ 1 ©\% — Y dF —— =)
D —=(M. . M= B D= d(B
Force volumique o (M.V)B .Avec , cela donne : 2 8 (B%)

o o

Entre les pieces polaires,le champ est radial et ne dépend que de z,ailleurs il est nul.

!

Equation locale d'équilibre du fluide :

A
Ho °
On integre entre les deux surfaces libres (point A ot p=p, et ou le champ vaut B, et point C ou p=p,
; Ay, p gh
et champ nul): —pgz,+ ;(; B’=—pgz. . Comme zs-zc=2h, on a la relation : %, '= ufzg
d'ou y = 1
m Bz B 1
4uop gh

9) Teslametre : sonde a effet Hall

10)

2h (mm) B (10°T) X'm Xm
4,00 1,88 0,284 0,397
4,75 2,09 0,273 0,375
5,00 2,24 0,250 0,333
5,50 2,36 0,248 0,329
5,50 2,61 0,203 0,254

moyenne 0,338
écart-type 0,055

Moyenne sur <X,>=0,338 et écart-type Ao, = 0,055

Xm n'est pas <<1 , on ne peut donc pas substituer Xm a X'm.

11) Allure de la courbe d'aimantation :

10



En champ faible : M est proportionnel a H, ensuite on atteint peu a peu la saturation, comme pour la
courbe de premiere aimantation d'un cristal ferromagnétique. En revanche, il n'y a pas d'hystérésis
puisque c'est un fluide.

12) dii=—gu,J

13) ,uB=%=9,27.1024J.T1

e

14) W=—iii.B=gu,BJ, et J, estquantifié¢ parm,, dou: W=gu,Bm,

15) Avec la statistique de Boltmann, le nombre d'atomes ayant I'énergie W=guzBm,

—guzBm,
est: N(m,)=N,e ™" .
1 < o 1dz . d(InZ) ,
D'ou (m,)== —m,guze " =gu,——— soit (m,)=gu,—— avec Z la fonction de
Z,,,JZ, 1& 08 87 dX BT ax
partition :
1 1
J 2] —(2J+1)x Sh(<J+_)X) Sh((J+_>X)
-m, X JX —x\m__ ax1l—e 2 ) 2
Z= Z e " =e Z(e )"=e ——= ¥ soit Z:—X
m,==J m=0 l—e Sh(i) Sh(;)

D'ou le résultat demandé.

16) L'aimantation M (composante du vecteur M selon Oz, direction de B ) vaut :

B
(J+l)—g’u3 )—lcoth 8iy B

M= Slp>
"EHs 2k, | 2% 2k, T

(J+%)coth

17)  a) M, est atteinte lorsque tous les moments individuels sont alignés avec B donc
M‘vat:JnnguBB

b) limite classique : J —©

¢) Dans la limite classique, Y —o . En reprenant l'expression de M établie a la
qu.16) , et en mettant J en facteur il vient :

I I Y
14+2-) ¥ |~ = coth| =
S ETIRS T (2])

(l+i)coth 2]

1
~ thY —— i
57 n,Jg ,uBlco Y] on a bien

M:nv‘]gluB

MNMSLUL(Y)

w |~

d) Pour Y<<1 : a haute température ou champ faible L(Y)~

11



Msatg/uBB

M~
3k,T

, on a donc bien M proportionnel a B.

Pour Y>>1 : & basse température ou champ fort L(Y)—1 donc M—M_,

e) La théorie ci-dessus permet bien de prévoir le comportement des ferrofluides, en
ce qui concerne la courbe d'aimantation.

18) As =350 kA/m

19) m, = 1,47.10" Am> et my/ps = 1,586.10° m,>>ug d'ou le nom de paramagnétisme
géant.

V) Instabilité magnéto-hydrostatique de ferroluide

1) - forces stabilisantes : pesanteur et force de tension superficielle
- force déstabilisante : force magnétique

2) a) Dans le ferrofluide : B, =u,(H,,+ M, )
Danslevide: B,=u,H,,

b) En projection sur Oz, cela donne : B,=iH,,. et B,=u,H,,.

—_ —_— - —_

¢) B=[u]H donc B,+b=[u](H,+h) ,celadonne b,=[ulh, et l;;:,uoﬁz

3) a) v,_B:O , Or FO est uniforme donc cette équation se traduit par 6,1;:0
L'équation de Maxwell-Ampére sans courant libre et en régime stationnaire s'écrit :

vAﬁzﬁmzﬁ =~ VAh=0 . } estdoncun champ de gradient.

b lx:lu hlx
b) Pour le ferrofluide : {b,,=uh,,; . L'équation V.5=0 se traduit alors par
blz :la hlz
3D, ID, o’ @,
+ i =0
Mo 8,7 " a2
Pour l'air : méme chose en remplagant p et i par u, donc A ®,=0
4) CL : continuité des composantes normales de B et des composantes tangentielles de
H puisqu'ici pas de courants libres ( J;,.=0 )

12



Composantes tangentielles :

. dom _|%lds dz, dz,
vecteur tangent ['=——=|dy/ds| avec dz= dx + dy
ds dx dy

en un point M de la surface perturbée z.,(x,y) : FI:TZFI;T , ce qui donne, & l'ordre 1 des
2

hodeih dve 5 | o aer 1 | Zela
xaX yy odx X ody 'y

perturbations : =0 . En remplagant hy et hy en fonction
1
M 72
od dz,
—+H =0
ox °\ dx ) |
de®d,ona: {r p =
a—q)-l-Ho( Z”) 0
Oy dy ||

On intégre la premicre par rapport a x et la deuxieme par rapport a y. Cela donne :
d+H,z, ?=cste V' M € surface . Pour z,=0, on a ®=0, donc la constante est nulle.

On a donc bien la CL : [d)ﬁz—[HO ZUEVMESWface

5) Composantes normales : By, =B, . En projection sur Oz, a 'ordre 1 par rapport aux
perturbations :  b_,=b_,

2
1

6) [@fi=—[H,z,]; VMEsurface et (M [=—[H]

1

donnent [d ﬁ =z, [Mo]

Comme M, est nulle dans l'air,ona: ®,—P,=z, M, .

oD,

b22:lua hzZZ/’to

0z
D'autre part, la continuit¢ de b, et les relations . donnent ['égalité
b=pth,=p|—=
zl U z1 H aZ
) oD, [ 0D,
demandée : u, =u
0z |._. 0z |,_.

7) Recherche de D,(x.y.z) sous la forme f5(z).z(x,y)
Cette fonction est solution de A P,=0 soit :
oO’d, 0°D, 0P 0 0’
22+ 22+ 22=0= Z;fz(z)+ Zzo
0x oy Oz 0x oy
la forme de z,, I'équation en fx(z) : f,"'(z)—k’ f2(z)=0 .

f(z)+z,f,""(z) , ce qui donne, compte-tenu de

D'ou f,(z)=4, e Hemsl g ol

@, doit rester bornée lorsque z—+o (le milieu 2 occupe le %2 espace z>z,), donc B,=0.
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On a donc ®, de la forme : ®,=A,e " 2 (x,y)

Recherche de ®,(x.y.z) sous la forme f(z).z,(X,y)

| | . , 0P, TP TP, .
Cette fonction est solution de I'équation donnée au 3) b). —+——F+=—>=0 , ce qui se
ox oy- M 0z

traduit pour f,(z) par : fl"(Z)—%szl(Z)ZO .

[=(z=z,)

—k g“g(z—zm) k ““4
\4/1 +Ble \h“

Diou : fl(Z):Ale

@, doit rester bornée lorsque z ——o (le milieu 1 occupe le 2 espace z<z,), donc A,=0.

On a donc P, de la forme : (bl(z):Blek\“s%(z_zn)z (x,y)

Conditions aux limites en z=z,:ce sont les deux relations de la question 6)
* (q)l_q)2)2=z,):ZOM0,l , CC qu1 lmphque . BI_AZZMO,I

. oD, |99, ol d—itp
Ho\ 5 Z:zn— oz ... , ce qui implique :  —u, A,=/ Z X
De ces deux équations , on tire A2=—ﬁ M,, et B 1=EM o1 - Cela donne les expressions
demandées.
0 (I)z 7 rk
' . = -y | = M 4 o= M
8) A l'interface : b_,=u, PP )Z_Zo ] ry z,(—k) o1 SOIt D=, Ty 2o Mo

b, est d'autant plus grand (en valeur absolue) que z, l'est, donc on a un effet de pointe : le champ
magnétique se concentre sur les pics de l'interface.

- — 1 =
9) f=—gl”ad(P+§,U0H2) + div [H; Bj]

or div [H1 Bj]:
G(HIBI)+8(HIBZ)+8(HIB3) H, 0B, 6Bz+aB3 +BlaHl+BzﬁHl+ 36H1
dx, dx, 0x, | 0x, Ox, Oxy] ox, ox, 0x,
o(H,B,) 0(H,B,) 0(H,B,) (0B, 0B, 0B,| 0H, _0H, _0H,
+ + =H +—2+ +B +B +B
ox, 0x, 0 X, 2_8x1 0x, 0x; | "ox,  Cox, | 0x
5<H331)+8(H3Bz)+8(H3Bs) o -8Bl+8Bz+aB3-+B 8H3+B 6H3+B 0H,
0x, 9x, 0 x5 ) 3_8x1 Ox, 0xy "ox, *0x, ° Ox,

— —_

—_— —_ —_ == — —_ 5 - —_— 1 —_— —_ =
= H V.B+(B.V)H .Or V.B=0 .Dou: f=—grad(P+E/J0H2)+(B.V)H

D'autre part, avec la formule n°8 du formulaire, on a :
grad (H?)=grad (H .H)=2H Arot H+2(H .grad )H .

Or rot H=u,j, =0 ici. Il reste donc :
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— —

f=—grad P— ,uo(ﬁ. grad )7—7 + (E .grad )ﬁ . Enfin, en remplacant dans cette expression, B

—_—

par ﬂo(ﬁ+M) , 1l vient : 7:—gradP+yn(M.grad)ﬁ

—_—  —

10) A I'équilibre : 7+p§:6 .Enoutre, M =M +7 et H=H,+h .Donc, al'ordre 1

par rapport aux perturbations, on a : 7 ~—grad P+ /10(1\712. grad )Z

oh
En projection sur Oz, 1'équation d'équilibre donne : —p, g—%—P+ u,M, la—zzO . On intégre par
z ’ z

rapport a z et on obtient 1'équation demandée.

11) [o.];=[H,B.]; . Comme vu aux questions 4) et 5), au premier ordre par rapport a la
perturbation, les composantes Hy et Hy sont continues, ainsi que les composantes B,. Au premier
ordre, on pourra donc considérer que [o..]i=[0.]i~0

1
12) [Ozz]?:_(PZ_Pl)_Eluo(Hg_le)+HzZBZZ_Hz]BZI

CLalordrel: B.=B., continuité des composantes normales de B
H =H, et H,=H, continuité des composantes tangentieclles de H

D'autre part : B.=u,(H,+M)
* pour le milieu 1 : Bz,lzﬂo(Hz,l"'Mz,l)
o pourlemilieu2: B.,=u,H.,
s 2 1 2 : 1 2 : .,
D'ou [022],=—[P+5;%H —H_B.] =—[P+5,u0HZ—HZBZ] par continuité de Hyet H,

1 1

2

1 1
[Ozz]%:_[P+_(BZ _/quz)z__(Bz_lquz)Bz]

2/“0 4 1
[ 2 I 2 oo 2 1 o ’ . )
022]1——[P+2—BZ—BZMZ+7MZ——BZ+MZBZ] et par continuité de B,, on a :
0 0 1
2_ Loy
[OZZ:II__I:P—}_EII"UMZ:I
1

0’z &
ZU+ ZU):kZZO deﬁ [OZZ:I%:ykzzo

13) Loi de Laplace : [0.]i=yC or C~—|—— .
ox" 0y
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14) Avec les deux expressions de [0..1 obtenues en 12)et 13),ona:

1
ykzzo:_(PZ_Pl)z:z __ﬂOMi,l—i_lLt()MO,l mz]

2
Pl+p1gzo_lquo,l thZCSte]

D'apres la question 10), en z=z, P,+p,gz,=cste2

D'ou —(P,—P,)._.=(p,—p,)gz,+u,M , h_+cste . Celadonne :

y k2 Zo:(p2_p1)gzo+/quo,1 (hzl+mzl)+CSte

rk
ZZZIuo 1+r ZoMo,l et

u(hyvm) _ =(b,), . =(b,)... ilvient: yk=(p,—p,)g+ku,—— ” M

15) On prend la constante nulle, et avec la question 8): b

1
ce que l'on peut écrire sous la forme : [pﬁ%‘i‘#o Iy M =Yk ce qui est la relation de

dispersion attendue.

2

==0 clest-a-dire pour f=f_ \/ p2§

16) M, est minimale pour k tel que y

2 2

On peut vérifier que c'est bien un minimum, car pour k<k. )

17) L'aimantation critique correspondante M, correspond a la valeur de M, ; en k=k..

1+
#—F)ng(pl—pzi

On trouve M(C),lzz

o

M, varie en J} : si y augmente, le seuil d'apparition de l'instabilit¢é augmente, ce qui est
normal, puisque les forces de tension superficielle stabilisent I'interface.

18) kczzk—nzlo,S mm

C

Différence avec la valeur mesurée : - incertitudes sur la mesure
- certaines grandeurs (P, Y, r) dépendent de T

2
199 L[ % variede 0 (si pii—oo Yal(sipet d—u, )
ro\up

20) Dans le cadre du modele proposé ici, M, ;=6960 Am™

Y, P et surtout X sont connus de maniere approchée (et dépendent de la température).
D'autre part, l'isotropie du fluide peut étre remise en question.
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