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Forces de Van der Waals

Dans ce probl�eme on appellera \Force de Van der Waals" une force ~f(r) d'interaction entre atomes
ou mol�ecules (d�enomm�es par la suite particules) d�erivant d'une �energie potentielle de la forme :

u(r) = �CVdW

r6

sur une grande plage de distance r entre les centres de masses des particules, avec CVdW une constante

positive.

Dans la section I on estimera CVdW �a partir de caract�eristiques macroscopiques des gaz de parti-

cules. Dans la section II, on envisagera un certain nombre de m�ecanismes microscopiques donnant

lieu �a des forces de type Van der Waals. On montrera au II.6 que, pour des particules neutres, la

d�ependance \en 1=r6" du potentiel n'est valable que dans une certaine limite que l'on estimera.

On pourra aborder la section III de fa�con relativement ind�ependante des parties pr�ec�edentes ; on

y �etablira l'expression de la force d'interaction entre deux corps macroscopiques tr�es proches lorsque

leurs particules interagissent par des forces de Van der Waals. On �etudiera �a partir du III.2 une
m�ethode exp�erimentale de mesure de cette force d'interaction macroscopique, dans la perspective de

pr�eciser le domaine de validit�e de la loi en 1=r6.
Les parties III.5 et III.6 sont totalement ind�ependantes du reste du probl�eme. On y analysera une

m�ethode interf�erentielle de d�etermination de la s�eparation entre deux solides transparents qui est au

c�ur du dispositif exp�erimental de mesure de force.

Les �gures num�erot�ees 1 et 2 sont reproduites sur un feuillet s�epar�e de l'�enonc�e, �a rendre avec les

copies. On y repr�esentera clairement les constructions graphiques utilis�ees pour r�epondre aux ques-

tions III.3.b. et III.4.e,f.

Constante de Planck (~ = h=2�) ~ = 1:05� 10�34 J.s.

Constante de Boltzmann kB = 1:38 � 10�23 J.K�1

Nombre d'Avogadro NA = 6:02 � 1023

Vitesse de la lumi�ere dans le vide c = 3:00 � 108m.s�1

Permittivit�e di�electrique du vide �0 = 8:85 � 10�12 C2.J�1.m�1.

Valeur absolue de la charge de l'�electron e = 1:60 � 10�19 C.

Debye 1D = 3:34� 10�30 C.m.

1 atm 1:013 � 105 Pa.

Table 1: Donn�ees num�eriques (unit�es usuelles).

�=(4�) � ~!0 amol bmol

(10�30 m3) (D) (eV) (litre2.atm.mol�2) (litre.mol�1)

Ne 0.39 0 21.6 0.21 0.017

HBr 3.61 0.78 11.6 4.45 0.044
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I. Lien avec l'�equation d'�etat de Van der Waals.

I.1. Les forces de Van der Waals sont elles attractives ou r�epulsives ? Donner leur expression.

I.2. On retrouve la contribution de Van der Waals dans des potentiels d'interaction mod�eles entre

particules, comme par exemple le potentiel usd de type \sph�eres dures", d�e�ni comme suit :

usd(r) = �C
r6

(r > �)

= 1 (r � �)
Repr�esenter graphiquement usd(r). On notera �u0 le minimum de cette fonction. Quelle est

l'origine physique de la contribution r � � ? Donner un ordre de grandeur de �. Justi�er l'expression
sph�eres dures.

La prise en compte des interactions entre particules conduit �a une expression approch�ee au premier

ordre en densit�e N=V pour l'�energie libre de Helmholtz F (T; V;N) d'un gaz de N particules occupant

le volume V �a la temp�erature T :

F = FGP +
N

V
B(T )NkBT

o�u FGP est l'�energie libre du gaz parfait pris dans les mêmes conditions ; B(T ), deuxi�eme coeÆcient

du viriel, est d�e�ni par :

B(T ) =
1

2

Z +1

0

�
1� exp

�
�usd(r)
kBT

��
4�r2dr

I.3.a. Comment calcule-t-on la pression P du gaz �a partir de l'�energie libre F ?
Quelle est l'�equation d'�etat P = P(V=N; T ) du syst�eme ?

I.3.b. Comparer cette �equation avec celle de Van der Waals et en d�eduire que les deux �equations

coincident pour N=V assez petit si :

B(T ) = b� a

kBT

o�u a et b sont les coeÆcients de l'�equation d'�etat de Van der Waals exprim�ee en fonction du volume

v d'une particule : �
P +

a

v2

�
(v � b) = kBT

I.3.c. Calculer B(T) pour le potentiel de sph�eres dures, dans la limite o�u u0 � kBT .

I.3.d. On trouve dans la Table 1 des valeurs exp�erimentales des param�etres amol, bmol intervenant

dans l'�equation de Van der Waals �ecrite pour une mole de particules.

Apr�es avoir �ecrit l'�equation de Van der Waals pour une mole, exprimer ces param�etres en fonction

de a et b.
Calculer num�eriquement en unit�es S.I. les valeurs de �, CVdW et u0 pour Ne et HBr.
Dans quel domaine de temp�erature l'approximation faite au I.3.c. est elle l�egitime ?

II. Origines physiques des forces de Van der Waals

II.1. Dipôle �electrostatique | On consid�ere dans un premier temps une mol�ecule neutre, por-

teuse d'un moment dipolaire permanent, not�e ~�1. On suppose d'abord le dipôle �xe : ~�1 = �1 ~u1 avec
~u1 un vecteur unitaire.

II.1.a. On �ecrit �1 = Z1e d1 o�u �e est la charge de l'�electron et Z1 un entier. Quelle est la di-

mension de d1 ? Quelle repr�esentation physique de la distribution de charge dipolaire cette �ecriture
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sugg�ere-t-elle ?

II.1.b. Montrer que le potentiel �electrostatique V1 cr�e�e en un point M tel que
��!
OM = ~r par le

dipôle ~�1 situ�e en O peut s'�ecrire, pour k~rk = r � d1 :

V1(~r) ' dV+
dr

(r) fk~r � d1~u1k � k~rkg

o�u V+(r) est un potentiel dont on donnera l'expression ainsi que la signi�cation physique.

II.1.c. Exprimer V1(~r) au premier ordre en d1=r.

II.1.d. Montrer que le champ �electrostatique ~E1 cr�ee par le dipôle en M v�eri�e la relation :

~E1(~r) =
1

4��0r3

�
3
(~�1:~r)~r

r2
� ~�1

�

Rappeler l'allure des lignes de champ dans un plan contenant ~�1.

II.1.e. On place un second dipôle permanent ~�2 = Z2e d2 ~u2 en M . Exprimer l'�energie potentielle

E1;2 du second dipôle dans le champ du premier en fonction de Z2e et de V1 en ~r et en ~r + d2~u2. En
d�eduire que, au premier ordre en d2=r :

E1;2 = �~�2: ~E1

II.1.f. On rep�ere les deux dipôles par rapport �a
��!
OM par

leurs angles d'Euler, comme indiqu�e sur la �gure ci-contre.

Calculer les coordonn�ees de ~�1 et ~�2 dans la base (~ex; ~ey; ~ez)
puis exprimer E1;2 en fonction de r et de 
 = (�1; �2; �1; �2).
Comparer les �energies d'interaction des con�gurations

sch�ematis�ees par :!!, ! , "" et "# ; commenter.

II.1.g. L'expression trouv�ee pr�ec�edemment pour E1;2 est-elle
compatible avec une force de Van der Waals ?

II.2. Interactions dipôle-dipôle (Keesom, 1921) | A temp�erature �nie T , les dipôles li�es aux
mol�ecules sont anim�es comme elles d'un mouvement angulaire brownien. On supposera que les degr�es

de libert�e de rotation et de translation des mol�ecules sont ind�ependants, si bien qu'on consid�erera

deux mol�ecules dont les centres de masses sont �xes et distants de r. Les autres mol�ecules jouent le
rôle de thermostat.

II.2.a. Quel est le domaine de variation de 
, not�e O ? Quelle est la signi�cation de d2
1 =

sin(�1) d�1 d�1 ? Que vaut
R
O
d4
 avec d4
 = d2
1 d

2
2 ?

II.2.b. On d�e�nit F(r; T ) par :

exp

�
� F
kBT

�
=

Z
O

d4
exp

�
� E1;2
kBT

�

Quelle est la signi�cation du membre de droite ?
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Quelle est la nature thermodynamique de F(r; T ) ?
Relier le travail minimal dW que doit fournir un op�erateur ext�erieur pour �ecarter les deux partic-

ules de dr et la variation dF lors de cette transformation �el�ementaire. En d�eduire ce que repr�esente

@F=@rjT .

II.2.c. Que vaut F0(T ) = limr!1F ? Quelle est l'origine physique de F0 ?
On notera par la suite Fdip = F � F0

II.2.d. On suppose dans la suite que jE1;2j � kBT .
A l'aide de la formule du II.1.d, d�evelopper E1;2 ; v�eri�er que le terme d'ordre 1 en jE1;2j=kBT est nul

et qu'il faut donc pousser �a l'ordre 2 pour trouver un �equivalent de Fdip(r).

II.2.e. Sans calculer explicitement Fdip, montrer que sa d�ependance en r est compatible avec une
force de Van der Waals.

Tout compte fait, on trouve :

Fdip = � 1

3kBT

�
�1�2
4��0

�2

r�6 = �CKeesom

r6

II.2.f. Que vaut Fdip pour l'interaction Ne{Ne ? Calculer CKeesom pour HBr{HBr �a 300 K puis

discuter la validit�e de l'approximation du II.2.d �a cette même temp�erature.

II.3. Induction dipolaire (Debye, 1920) | Toute particule est polarisable : plong�ee dans un

champ �electrostatique ~E, elle acquiert un moment dipolaire :

~� = ��0 ~E

o�u � est la polarisabilit�e, qu'on consid�erera en premi�ere approximation comme isotrope. On se pose la

question de la contribution �eventuelle de l'interaction entre un dipôle permanent ~�1 et le dipôle ~�
ind
2

induit par le champ dipolaire ~E1.

II.3.a. Justi�er que l'�energie potentielle d'interaction entre ~�1 et le dipôle ~�
ind
2 qu'il induit en M

est :

E ind1!2 = �
1

2
��0k ~E1k2

Exprimer en fonction de (�1; �2; �1; �2) l'�energie de couplage inductif Eind = E ind1!2 + E ind2!1.

II.3.b. Reprendre l'analyse du II.2. et d�e�nir Find correspondant au couplage inductif.

Montrer que cette fois, un d�eveloppement �a l'ordre 1 en jEindj=kBT suÆt pour donner un �equivalent
de Find(r) que l'on calculera explicitement.

II.3.c. Cette interaction contribue-t-elle aux forces de Van der Waals ? On notera alors :

Find = �CDebye

r6

Calculer CDebye pour Ne et HBr. Discuter la validit�e de l'approximation du II.3.b. �a 300 K.

II.4. Interaction de polarisation mutuelle (London, 1930) | On s'int�eresse ici �a des atomes

non-polaires identiques, de nombre atomique Z. Pour chaque atome, on notera ~di(t) (i = 1; 2)
la position instantan�ee du centre de masse du nuage �electronique par rapport au noyau. Comme

pr�ec�edemment, on note � sa polarisabilit�e.
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II.4.a. Montrer que chaque atome est porteur d'un dipôle instantan�e ~�i(t) que l'on exprimera en

fonction de ~di.

II.4.b. En consid�erant que le même dipôle peut être induit par un champ �electrostatique ad hoc,

calculer la force de rappel ~fel qu'exerce le noyau sur le nuage en faisant intervenir la polarisabilit�e �
de celui-ci. On en d�eduira que le nuage est \�elastiquement" li�e au noyau ; on notera � la raideur du

ressort �equivalent que l'on exprimera en fonction de Ze et �.

II.4.c. Ecrire l'�energie m�ecanique H1 (�energie cin�etique + �energie potentielle) du premier atome,

suppos�e isol�e. On notera (x1; y1; z1) les coordonn�es cart�esiennes de ~d1 et ( _x1; _y1; _z1) leur d�eriv�ees tem-
porelles. On notera m la masse d'un �electron. En �ecrivant les �equations de Newton correspondantes,

montrer que x1(t), y1(t) et z1(t) sont les positions de trois oscillateurs harmoniques ind�ependants dont

on donnera les pulsations propres.

A quelle caract�eristique de H1(x1; y1; z1; _x1; _y1; _z1) cette propri�et�e est elle associ�ee ?

II.4.d. En utilisant l'expression du champ dipolaire ~E1 �etablie au II.1.d, exprimer l'�energie poten-

tielle d'interaction Hint en fonction des (xi; yi; zi) (i = 1; 2). On la mettra sous la forme :

Hint = �fx1x2 + y1y2 � 2z1z2g

avec � une constante que l'on exprimera en fonction des donn�ees du probl�eme.

II.4.e. Donner l'expression de l'�energie totale H1+2 des deux nuages �electroniques en interaction.

Les xi(t), yi(t), zi(t) peuvent-ils encore correspondre �a des oscillateurs harmoniques ind�ependants ?

II.4.f. On d�e�nit (Xi; Yi; Zi) (i = 1; 2) par :

X1 =
1p
2
(x1 + x2) ; X2 =

1p
2
(x1 � x2) ; � � �

Montrer, en e�ectuant le changement de variables dans H1+2, que ces nouvelles coordonn�ees cor-
respondent �a 6 oscillateurs harmoniques ind�ependants dont on exprimera les pulsations propres en

fonction de !0 =
p
�=(Zm) et � = �=�.

NB. On admettra que � < 1=2.

II.4.g. V�eri�er que �� 1 pour un milieu dilu�e. On supposera cette condition remplie dans la suite.

NB. On pourra �ecrire �=4� = r30 et v�eri�er dans le cas de Ne et HBr que r0 . �=2.

II.4.h. On rappelle qu'en m�ecanique quantique les niveaux d'�energie d'un oscillateur harmonique

de pulsation ! sont quanti��es et que l'�energie de l'�etat fondamental vaut ~!=2
Calculer l'�energie fondamentale E0 du syst�eme constitu�e par les deux atomes isol�es, puis la correc-

tion �E0 introduite par le couplage, �a l'ordre le plus bas en �.

II.4.i. On prend �E0 comme mesure de l'�energie potentielle d'interaction e�ective entre les deux

atomes non-polaires. V�eri�er que cela correspond bien �a une �energie de Van der Waals et exprimer la

constante CLondon en fonction de � et !0.

II.5. Bilan quantitatif | On propose de comparer les valeurs de CVdW estim�ees au I.3.d. �a partir

de l'�equation de Van der Waals �a la somme CKeesom + CDebye + CLondon calcul�ee grâce aux donn�ees

fournies dans la Table 1.

II.5.a. Calculer CLondon pour Ne et HBr.
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II.5.b. Calculer CKeesom + CDebye + CLondon pour ces particules et comparer �a la valeur de CVdW

estim�ee au I.3.d. Conclure.

II.5.c. Quel est dans chaque cas la fraction de l'�energie de Van der Waals attribuable �a l'interaction

de London ?

II.6. Forces de Van der Waals retard�ees (Casimir & Polder, 1948) | On cherche ici �a

donner une image \avec les mains" de l'interaction de London entre deux particules non-polaires a�n

d'identi�er une limitation fondamentale du mod�ele.

II.6.a. L'interaction de London peut-elle se comprendre dans le cadre de la m�ecanique classique ?

II.6.b. Dans quel sens peut on dire que ~�1 est uctuant ? Quelle-est sa valeur moyenne ?

Que vaudrait la moyenne temporelle de l'�energie potentielle de ~�2 dans le champ de ~�1 si ces deux
dipôles uctuaient ind�ependamment l'un de l'autre ?

II.6.c. A�n de prendre en compte les corr�elations entre dipôles uctuants, on consid�ere le processus

suivant : �a un instant t = t0 la particule f1g �emet un champ dipolaire ~E1 qui polarise la seconde

particule ; celle-ci �emet �a son tour un champ ~E2 qui arrive au niveau du premier dipôle �a l'instant

t0 +�t.
Que vaut le retard �t ?
Le calcul de London fait l'hypoth�ese implicite que ce processus d'interaction est instantan�e puisque

le terme de couplage fait intervenir les valeurs de ~�1 et ~�2 prises au même instant t ; quelle condition
sur �t cela impose-t-il ?

Montrer que cela est l�egitime tant que r � � o�u � est une longueur que l'on pr�ecisera et dont

on donnera un ordre de grandeur. Dans le cas contraire, on dit que la force de Van der Waals est

\retard�ee".

Jusiti�er bri�evement que dans la limite non-retard�ee, l'interaction de ~�1 avec son propre champ,

r�e�echi par la particule f2g, contribue bien �a abaisser son �energie potentielle. Quel est l'e�et du retard ?

II.6.d. Exprimer l'�energie d'interaction de London non-retard�ee, uinst(r) en faisant explicitement

intervenir �.

On fait l'hypoth�ese que l'�energie d'interaction retarde u(r) est de la forme :

u(r) = uinst(r)'(r=�)

o�u ' est une fonction qui tend vers 1 en z�ero. Lorsque r � �, on s'attend �a ce que u(r) ne d�epende
plus de � mais uniquement de r.

D�eterminer la limite uret(r) = u(r � �) �a une constante multiplicative pr�es.

II.6.e. Casimir & Polder ont �etabli que :

uret(r) = �C
0

rn
avecC 0 =

23~c

4�

� �
4�

�2

Donner la valeur de l'exposant n compte-tenu de l'analyse pr�ec�edente ou �a partir de l'analyse dimen-

sionnelle de C 0.
Pour quelle valeur de r=� les expressions de London et Casimir sont-elles �egales ? Commenter.
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III. Forces surfaciques | mesure

On ne consid�ere dans cette partie que des particules non-polaires. Pour simpli�er les notations, on

�ecrit d�esormais le potentiel d'interaction entre deux particules sous la forme g�en�erale :

u(r) = �C
rn

o�u C = CLondon et n = 6 pour une interaction de London �a \courte distance" (cf. II.4) et o�u C = C 0

et n ont �et�e calcul�es pour une interaction de Casimir �a \grande distance" (cf. II.6).

III.1. Des forces interparticulaires aux forces \surfaciques" (Hamaker, 1937) | On

s'int�eresse aux cons�equences macroscopiques des forces de Van der Waals �etudi�ees au II. On suppose

que les interactions interparticulaires sont additives et que les expressions trouv�ees au I. et II. restent
valables pour des milieux denses.

III.1.a. Quel est l'ordre de grandeur des forces maximales entre deux particules identiques ? De

tels niveaux de force sont-ils mesurables ? Quel obstacle pratique y a-t-il �a r�ealiser une telle exp�erience ?

III.1.b. Calculer l'expression de l'�energie d'interaction dUM;P (zM ; z) entre une particuleM et une

plaque in�nie P , situ�ee �a la cote z < 0, d'�epaisseur dz � jzj, constitu�ee des mêmes particules avec

une densit�e volumique �. La particule M est situ�ee en zM (cf. �gure ci-apr�es).

G�eom�etrie \plan-plan" de l'interaction entre deux demi-espaces

NB. On pourra d�ecouper fPg en anneaux de rayon � (d�e�ni sur la �gure) et de largeur d� et

utiliser au besoin les param�etres (r; �).

III.1.c. Calculer de même l'�energie potentielle d'interaction UM;E(zM ) entre la particule M et le

demi-espace E correspondant aux z < 0 ; M se trouvant toujours en z = zM .

III.1.d. Même question pour le potentiel dUP 0;E(z) entre une plaque P
0 d'�epaisseur dz et d'aire S

situ�ee �a la cote z > 0, et le demi-espace inf�erieur E.

III.1.e. En int�egrant une fois encore, calculer l'�energie d'interaction par unit�e d'aire �(h) entre
deux demi-espaces E et E0 s�epar�es par une �epaisseur de vide h. V�eri�er que dans le cas non-retard�e
o�u n = 6, cette �energie surfacique s'�ecrit :

�(h) = ��2 �
12

C

h2
= � A

12� h2

o�u on a introduit, conventionnellement, la constante de Hamaker A. Quelle est son unit�e ?
Calculer dans ce cas la force ~�(h) par unit�e de surface qu'exerce E surE0 ; comment est elle dirig�ee ?
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III.1.f. La con�guration pr�ed�edente (\plan{plan") est-elle adapt�ee �a une mise en �uvre exp�eri-

mentale dans le but de d�eterminer �(h) et d'en d�eduire �(h) ? Pourquoi pr�ef�ere-t-on adopter une

con�guration \sph�ere{plan" ?

G�eom�etrie \sph�ere-plan" de l'interaction entre une bille et un demi-espace

III.1.g. Montrer que la r�esultante des forces de Van der Waals entre une sph�ere S de rayon R et

un demi-espace E dont elle est s�epar�ee par une distance h� R s'�ecrit :

fs(h) = 2�R�(h)

et ceci quel que soit le r�egime, retard�e ou non. On calculera pour cela l'�energie d'interaction Es en
utilisant le fait que seuls les disques de particules situ�es �a quelques h de la surface z = 0 contribuent

signi�cativement �a l'interaction.

On rappelle que l'aire d'un disque situ�e �a la distance z = h + Æ de E est S = �(2R � Æ)Æ, soit,
pour Æ � R :

S ' 2�RÆ.

III.1.h. Calculer num�eriquement fs(h) pour h = 10 nm, R = 1 cm, et une valeur typique de la

constante de Hamaker introduite au III.1.e. : A = 10�19 S.I.

III.2. Principe de l'Appareil �a Forces de Surface (Tabor & Israelachvili, 1972) | La

v�eri�cation exp�erimentale des th�eories des forces de Van der Waals a donn�e lieu �a de nombreux

d�eveloppements instrumentaux. On s'int�eresse ici �a un dispositif sans cesse am�elior�e depuis et qui est

devenu courant dans les laboratoires de physico-chimie des surfaces.

L'appareil �a forces de surfaces est sch�ematis�e ci-

contre. Les corps en interaction sont deux feuil-

lets de mica frâ�chement cliv�es et d'�epaisseur e,
choisis pour leur remarquable �etat de surface,
lisse jusqu'�a l'�echelle atomique. Ces feuillets

sont coll�es sur les faces convexes de deux lentilles

cylindriques dont les axes sont perpendiculaires.

La distance entre les deux cylindres, c'est-�a-dire

entre leurs points les plus proches, est h � e,
si bien qu'on pourra consid�erer uniquement les

interactions mica-mica.

On mesure la s�eparation h par une technique qui sera �etudi�ee �a la question III.5.
Les deux surfaces libres de mica en regard sont cylindriques de mêmes rayons de courbure R. On

admettra que tant que h � R, la con�guration \cylindre{cylindre" a la même �energie d'interaction
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qu'une con�guration \sph�ere{plan" o�u la sph�ere, de rayon R, serait situ�ee �a la distance h du plan. La

formule �etablie au III.1.g. reste donc valable.

On notera pour simpli�er les �ecritures par la suite :

fs = �B
hp

avec B une constante et p un exposant positif.

Le cylindre sup�erieur de masse M est attach�e �a l'extr�emit�e d'un ressort de raideur K dont

l'extr�emit�e oppos�ee D peut être translat�ee tr�es �nement. En l'absence d'interaction, c'est �a dire

tant que le cylindre inf�erieur n'est pas mont�e, on a h = 0 ; D se trouve alors en z = z0. On rep�ere la

position courante de D par z = z0 + Z. Sauf mention contraire, le cylindre inf�erieur est �xe dans le

r�ef�erentiel du laboratoire, galil�een.

On utilisera par la suite les valeurs num�eriques :

M = 5:5 � 10�3 kg ; R = 1:58 � 10�2 m.

III.2.a. �Ecrire l'�equation de la dynamique pour le cylindre sup�erieur, param�etr�e par h(t), en
pr�esence du cylindre inf�erieur ; on n�egligera �a ce niveau toute force de frottement.

III.2.b. On s'int�eresse aux positions d'�equilibre heq(Z) pour une position donn�ee deD. Montrer que

ces valeurs peuvent se trouver graphiquement comme intersection(s) de la courbe caract�eristique fs(h)
et d'une droite que l'on pr�ecisera. Illustrer sur une �gure cette r�esolution graphique pour di��erentes
valeurs de Z. O�u lit-on Z sur le graphe ?

Discuter en fonction de Z le nombre de positions d'�equilibre pour une valeur donn�ee de K. On

mettra en �evidence graphiquement la valeur particuli�ere Zc(K) de Z pour laquelle le nombre de solu-

tions change.

III.2.c. En tenant compte du fait que h ne peut être inf�erieure �a une distance atomique, que l'on

prendra �egale �a � d�e�ni au I.1., pr�eciser ce qui se passe pour Z < Zc.
Montrer que tant queK < Kmax, raideur que l'on d�e�nira, le passage par Zc s'accompagne toujours

d'un changement du nombre de positions d'�equilibre. On supposera par la suite que cette condition

est v�eri��ee.

III.2.d. Traduire par deux �equations la d�e�nition graphique de Zc ; les r�esoudre et exprimer Zc et
hc = h(Zc) en fonction de K, p et B.

III.2.e. A�n d'�evaluer la stabilit�e des positions d'�equilibre, on d�e�nit Æh(t) = h(t) � heq dans un
voisinage de heq tel que jÆh=heq j � 1. Quelle est l'�equation di��erentielle lin�eaire v�eri��ee par Æh(t) ?
On notera Kdiff = dfs=dh calcul�e en h = heq.

Conclure quant �a la stabilit�e des solutions d'�equilibre.

III.2.f. Synth�etiser les r�esultats pr�ec�edents en repr�esentant sch�ematiquement heq(Z) lorsque Z
vient de +1, diminue jusqu'�a être inf�erieur �a Zc puis augmente �a nouveau jusqu'�a +1. N.B. Il sera
judicieux d'�etudier plutôt Z(heq).

Dans quelle mesure peut-on dire que les feuilles de mica adh�erent l'une �a l'autre ?
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III.3.a. Quel serait en pratique le comportement du syst�eme en Z = Zc ?
Israelachvili & Tabor ont ainsi d�etermin�e exp�erimentalement hc(K) pour di��erentes valeurs de K.

Leurs r�esultats sont port�es sur la Figure 1.

Figure 1: Donn�ees exp�erimentales pour la question III.3. (d'apr�es J.N. Israelachvili et D. Tabor,

Proceedings of the Royal Society, London 1972). On consid�erera que les barres d'erreur ont la taille

des symboles repr�esentant les points exp�erimentaux. Cette �gure est reproduite sur le feuillet annexe

de l'�enonc�e, �a rendre avec la copie.

V�eri�er que ces r�esultats sont compatibles avec l'analyse du III.1. Retrouver en particulier le

r�egime non-retard�e et d�eterminer la valeur de la constante de Hamaker A pour l'interaction mica-mica.

III.3.b. La zone de transition entre les deux r�egimes vous semble-t-elle conforme �a l'analyse du

II.6. ? Y a-t-il suÆsamment de donn�ees pour conclure �a la validit�e du r�egime de Casimir & Polder

pour les forces retard�ees ? Proposer une explication pour laquelle des donn�ees exp�erimentales �ables

n'ont pas pu être obtenues dans la zone pertinente pour le r�egime retard�e.

III.4.a. Israelachvili & Tabor ont propos�e une m�ethode compl�ementaire qui consiste �a �etudier la

r�eponse du syst�eme �a une modulation Æz(t) de la position du cylindre inf�erieur. Celui-ci est solidaire

d'un cristal pi�ezo-�electrique aliment�e par une tension sinuso��dale de pulsation 
. L'amplitude du

d�eplacement r�esultant est �z ' 0:1 nm.
R�e�ecrire, en tenant compte des nouvelles conditions exp�erimentales, l'�equation de la dynamique

pour h(t) au voisinage de h = heq, position d'�equilibre stable en l'absence de modulation du cylindre

inf�erieur.

Lin�eariser cette �equation en tenant compte de la faible amplitude de la modulation �z. On d�e�nit
de nouveau Kdiff = dfS=dh(heq) et Æh(t) = h� heq.

III.4.b. Montrer que la r�eponse Æh du cylindre sup�erieur est r�esonante �a une fr�equence !r que l'on
exprimera en fonction de K, Kdiff , et M. Que devient !r lorsque Z ! Zc ? Lorsque Z !1 ?

III.4.c. On prend maintenant en compte une force de frottement agissant sur le cylindre sup�erieur

sous la forme fv = �dh=dt.
Quel est son e�et sur la r�esonance de Æh ?

Quel comportement du d�ephasage  (
) entre Æz et Æh permet de d�eterminer !r, d�e�ni �a la question
pr�ec�edente, et ceci quelle que soit la valeur de l'amortissement  ?
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Quelle est cependant l'inuence de  sur cette d�etermination ?

III.4.d. Tabor & Israelachvili ont pris comme ressort un �el�ement piezo-�electrique qui g�en�ere une

tension proportionnelle �a son allongement. A�n de mettre en �uvre la m�ethode de d�etermination de

!r d�ecrite pr�ec�edemment, ils ont utilis�e un ampli�cateur �a d�etection synchrone.

Rappeler bri�evement le principe, pr�eciser le mode op�eratoire et indiquer les avantages de la

m�ethode.

III.4.e. Les r�esultats ont �et�e analys�es comme suit : partant d'une position heq donnant une mesure
!r, l'extr�emit�e du ressort est d�eplac�ee l�eg�erement, la nouvelle position d'�equilibre est heq +�heq, la
nouvelle fr�equence est !r +�!r.

�Etablir la relation entre log heq et logf�heq=(!r�!r)g. Analyser les donn�ees exp�erimentales

repr�esent�ees sur la Figure 2. Sont-elles compatibles avec l'expression de Casimir & Polder pour la

force retard�ee ?

Figure 2: Donn�ees exp�erimentales pour la question III.4. On consid�erera que les barres d'erreur ont

la taille des symboles repr�esentant les points exp�erimentaux. Cette �gure est reproduite sur le feuillet

annexe de l'�enonc�e, �a rendre avec la copie.

III.4.f. Estimer �a partir des donn�ees exp�erimentales la valeur du produit C 0�2 pour le mica.
Pour comparer cette valeur �a celle pr�edite par la formule de Casimir & Polder (II.6.e.), on utilisera

la relation de Clausius-Mosotti :
��

4�
=

3

4�

�r � 1

�r + 2

o�u �r est la permittivit�e di�electrique relative du milieu. On prendra pour le mica �r = 2:53.
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III.5. Mesure optique de heq. | Tabor & Israelachvili ont utilis�e une m�ethode interf�erentielle

pour d�eterminer la s�eparation h. Pour cela, les deux surfaces de mica en contact avec les lentilles

cylindriques ont �et�e couvertes avant collage d'une couche mince d'argent de coeÆcient de r�eexion

tr�es proche de 1.

Dans un premier temps, on supposera que l'argenture a �et�e r�ealis�ee sur les surfaces en regard des

deux micas | ce qui ne peut se faire en pratique sans d�egrader leur �etat de surface.

III.5.a. Le dispositif est �eclair�e par une source lumineuse condens�ee sur un trou plac�e au foyer
d'une lentille d'axe perpendiculaire aux axes des deux cylindres.

Quel type d'�eclairement r�ealise-t-on ainsi ?

III.5.b. Lorsque le rayon de courbure des cylindres est in�ni, quel dispositif interf�erentiel classique

r�ealise-t-on ? Quelle est dans ce cas la condition d'obtention d'interf�erences constructives pour la

lumi�ere transmise ? On supposera que la source est monochromatique de longueur d'onde dans le vide

�.

III.5.c. En gardant �a l'esprit l'id�ee du III.2.a que la con�guration cylindre{cylindre est g�eom�etri-

quement �equivalente �a la con�guration sph�ere{plan, on consid�ere le cas o�u R est �ni.

On fait l'image des micas sur un �ecran ; pourquoi ? Qu'observe-t-on ? Qu'apporte l'argenture des

surfaces ?

III.5.d. �Etablir la relation donnant le rayon �p de la frange d'ordre p en fonction de h et R, dans
la limite o�u �p � R. Montrer qu'il est ainsi possible de d�eterminer R. Peut-on d�eterminer h ?

III.5.e. On remplace la source monochromatique par de la lumi�ere blanche. Qu'observe-t-on ? La

m�ethode pr�ec�edente est-elle encore utilisable ?

On remplace l'�ecran par la fente d'entr�ee d'un spectroscope �a r�eseau. La fente est plac�ee de fa�con

�a passer par le centre de la �gure d'interf�erences. Le spectre est observ�e sur un �ecran dans le plan

conjugu�e de la fente �a travers le spectroscope. On supposera que la dispersion dans ce plan est lin�eaire.

Qu'observe-t-on ? Montrer qu'on identi�e naturellement des \franges" ; pr�eciser leur forme et

leur teinte ; les repr�esenter sur un sch�ema. Indiquer �egalement ce qu'on observerait avec une source
monochromatique.

III.5.f. Montrer que l'analyse quantitative des franges dans le visible permet de d�eterminer h
lorsque celui-ci est \assez grand".

III.6. | On consid�ere maintenant la con�guration

pratique pour laquelle l'argenture est �a l'ext�erieur des

micas, sur les surfaces coll�ees. On consid�ere que R
est in�ni et on cherche les modes stationnaires du
champ �electromagn�etique dans la cavit�e constitu�ee par

le sandwich argent-mica-air-mica-argent (cf. �gure ci-

contre), en supposant que les argentures se compor-

tent comme des miroirs m�etalliques parfaits. Les mi-

cas ont une �epaisseur e de l'ordre du microm�etre et

un indice de r�efraction n (on ignorera la bir�efringence

et la dispersion du mica) correspondant �a une permit-

tivit�e di�electrique relative �r =
p
n. L'�epaisseur du

�lm d'air est h.

III.6.a. Quel est le rapport avec le probl�eme initial pos�e en termes de conditions d'interf�erences
constructives apr�es travers�ee du syst�eme ?
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III.6.b. Rappeler l'expression des relations de Maxwell reliant les champs ~E et ~B dans chacun des

milieux consid�er�es, suppos�es non-magn�etiques, non-conducteurs et non-charg�es, di�electriques lin�eaires,

homog�enes, isotropes. Le mica sera donc simplement caract�eris�e par sa permittivit�e di�electrique rela-

tive �r ; l'air sera assimil�e au vide.

III.6.c. On cherche un champ transverse de la forme :

~E(z; t) = Ex(z) cos(!t) ~ux ; ~B(z; t) = By(z) sin(!t) ~uy

Quelle relation existe-t-il entre By et Ex ?

Quelle est l'�equation di��erentielle v�eri��ee par Ex dans chacun des milieux ?

On �ecrira la solution sous la forme E
(i)
x (z) = <f ~E(i)

x g, < indiquant la partie r�eelle du champ

complexe :

~E(i)
x = A+

i exp(jkiz) +A�i exp(�jkiz)
o�u i = 1; 2; 3 correspond aux trois milieux du sandwich ; les A�i sont des constantes complexes, ; les

ki sont trois constantes r�eelles.

Quelles sont les relations de dispersion reliant ! aux ki ? En d�eduire que k1 = k3 = nk2. On

notera dans la suite simplement k2 = k.

III.6.d. Quelles-sont les conditions aux limites pour ~E
(i)
x au niveau des miroirs ?

Même question pour ~E
(i)
x et ~B

(i)
y aux interfaces air{mica ?

Montrer que la condition sur ~By se ram�ene �a une condition sur d ~Ex=dz.

III.6.e. Faire le d�ecompte des inconnues et des conditions aux limites et v�eri�er que le probl�eme

est bien pos�e. Sans le r�esoudre explicitement, indiquer comment on obtiendrait une condition sur k,
n, h et e pour l'existence de solutions non-triviales. Donner la signi�cation physique de cette relation.

III.6.f. Tout compte fait, on trouve :

ftan(kh=2) tan(nke)� ng ftan(kh=2) cotan(nke) + 1=ng = 0

o�u cotan = 1= tan.
D�eterminer les valeurs prises par e lorsque h ! 0. Comment peut-on contrôler la coh�erence

physique du r�esultat ? On red�e�nira l'ordre d'interf�erence des franges et on notera �0p la position en

longueur d'onde de la frange d'ordre p.

III.6.g. On met les micas en contact (h! 0). Montrer qu'on peut alors d�eterminer la valeur de e
si n est connu.

Si on se limite aux longueurs d'onde dans le domaine du visible, estimer le nombre de franges

observables et leur ordre lorsque e ' 1�m (on prendra n = 1:59 dans tout le visible).

III.6.h. Pour h� e, exprimer le d�ecalage ��p des franges d'ordre p pair (resp. impair) par rapport
�a leur position �0p lorsque h = 0. Estimer l'incertitude sur la d�etermination de h, en consid�erant qu'on

mesure le d�ecalage relatif d'une frange �a 10�4 pr�es.

III.6.i. Malgr�e les pr�ecautions exp�erimentales, il arrive que l'interstice entre les micas soit pollu�e,

par exemple par un �lm organique (eau, : : : ) d'�epaisseur mol�eculaire. En raisonnant qualitativement

sur la sym�etrie du champ �electrique dans le sandwich, montrer que le polluant a�ecte essentiellement

une frange sur deux.
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